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Woftur multikriterielle Optimierung?

e Multikriterielle Optimierung (multi-objective optimization) bezeichnet
das gleichzeitige Optimieren in Bezug auf mehrere Optimierungsziele
(Fitnessfunktionen).

— Weitere Namen: Pareto-Optimierung, Mehrzieloptimierung,
Vektoroptimierung (Pareto optimization, vector optimization)

— In der Literatur wird noch genauer zwischen multi-objective (2—3

Optimierungsziele) und many-objective (mehr als 3 Optimierungsziele)
unterschieden.

* In den meisten praktisch relevanten Optimierungsproblemen gibt es
mehr als ein Optimierungsziel.

— Ein haufiges Muster: Maximieren der Qualitat und minimieren der Kosten
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Beispiel: Class Responsibility Assignment (Wdh.) =

:ClassModel
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[XXX]

MAI(c,c) MMI(c,c) )
IM(O)Ix]A(Q)] ~ IM(c)[xIM(c)-1]

| name: "Applicationr:ﬂodel“j

Kohasionsrate: Y, .ec(

V

MAI(c;,c) MMI(c;,c) ( . ] Attri ( . 1
Kopplungsrate: ZCi,c -EC( v-j + L= ) :Method :Attribute :Method
] J ) |M(Ci)|x|A(Cj)| |M(Ci)|X|M(Cj)| name: "print" name: "content”

Ci#Cj

name: "update” |

:Method

:Attribute

:Method

name: "filter" name: "url" name: "fetchData"

Hierbei gilt:

MMI(c;, ¢;) = ¥ myemc) DMM(m;, m))
mJEM(C])

:Class ( :Class W ( :Class ]
lname: "E1" Lname: "E2"J Lname: ”E3"J
A

MAI(ml-, CI,]) = ZmiEM(ci) DMA(ml, a])

ajEA(Cj)
1, falls Abhangigkeit zw. m;und a;
A(c): Die Attribute einer Klasse ¢ DMA(m;, a;) = { als an()glsgor?;tzw mgund a;
1, falls Abhangigkeit zw. m;und m;
M(c): Die Methoden einer Klasse ¢ DMM(m;, m;) = { als anglio(:stzw m;und m,
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Klassischer Ansatz: Skalarisierung

» Bei der Skalarisierung wird die Menge der Fitnessfunktionen per
Aggregation zusammengefasst.

* Einfachste Methode: Lineare Gewichtung. Sind Fitnessfunktionen f3, ..., f,,
zu maximieren (minimieren), wird di% Funktion

f=) wf

. C. . . =1 . .
maximiert (minimiert), wobei durch die Gewichte w; der Einfluss der
einzelnen Optimierungsziele gesteuert werden kann.

* Schwierigkeiten:

— Es ist schwer, a priori passende Gewichte zu bestimmen.

— Haufig will man lieber aus einer Menge unterschiedlicher Kompromisse auswahlen
kdbnnen.
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Pa reto -Optimalitat

Intuition: Sind verschiedene Optimierungsziele gegeben, so ist eine Pareto-optimale Losung
(nondominated solution), eine Losung, bei der man fir jede Verbesserung im Hinblick auf ein
Optimierungsziel eine Verschlechterung im Hinblick auf (mindestens) ein anderes Optimierungsziel
in Kauf nehmen muss.

Formale Definition:
Sind Fitnessfunktionen f, ..., f;, gegeben, so (pareto)dominiert eine Losung x eine Losung vy, falls

1. fi(x) = fi(y)firallel <i <nund
2. fi(x) > f;(y) fur (mindestens)ein1 <i <n
(fir Maximierungsprobleme; fir Minimierungsprobleme < und <).

Eine Losung x heildt Pareto-optimal (Englisch auch haufig: nondominated), falls es keine Losung y
gibt, die x paretodominiert. Die Pareto-Menge ist die Menge aller Pareto-optimalen Lésungen.
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UNI KASSEL
V ER I TAT

Der decision space
ist der Suchraum,
der die L6sungen
enthalt. Seine Form
hangt von der
gewahlten
Kodierung ab.

X2

space

Decision und objective space

Decision (variable)

f2
f
/—\\

Objective space

@3

Pareto-Front: Bild der Pareto-Menge im objective space
Bei Maximierungsproblem hier: f(7), f(1), f(5), f(4), f(3)
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Im objective space
wird die Fitness der
Losungen verglichen.
Gibtesn
Optimierungsziele
(Fitnessfunktionen),
so ist der objective
space der R™.




Beispiel: Vergleich von

I K
RSITAT

L

Objective space

f(c)
o]

a dominierende
Losungen

o f(b)

f(a)

Von a

o fle)

dominierte

Losungen
|

o fld)
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Sind f; und f, zu maximieren,
wie verhalt sich die Qualitat der
Losungen b, ¢, d, e im Vergleich
zu der von a?

e aist besser als e
e a ist schlechter als b und ¢

* a und d sind nicht
vergleichbar




Ziele multikriterieller Optimierung

Ziele multikriterieller Optimierung:

* Eine Menge von Losungen finden, die sich nicht gegenseitig
dominieren (approximation set)

* Die L6sungen in dem berechneten approximation set sollen:
— Moglichst nah an der Pareto-Front liegen (Konvergenz)
— Sich untereinander moglichst unterscheiden (Diversitat)
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Warum evolutionare Algorithmen?

Evolutionare Algorithmen sind gut geeignet, multikriterielle
Optimierungsprobleme zu l6sen:

* Sie sind naturlicherweise populationsbasiert und daher geeignet, eine
(diverse) Losungsmenge zu berechnen statt einer einzelnen Losung.

* Evolutionare Algorithmen sind unabhangig von der Form der Pareto-
Front einsetzbar.

* Die verschiedenen Optimierungsziele kdnnen, mussen aber nicht a
priori gewichtet werden.
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Qualitatsmalie fur multikriterielle Optimierung

Woflur Qualitatsmalde (Engl.: performance oder quality indicators)?

* Beobachtung zur Laufzeit zur
— Steuerung des Algorithmus
— Entscheidung tiber Termination

* Auswertung nach Termination zum Vergleich verschiedener Laufe,
Parameterwahlen, Algorithmen
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Fitnessvergleich von Mengen

Gegeben einen Suchraum (decision space) S und Fitnessfunktionen f = (fy, ..., f,) mit f;: S = R, so
kdnnen wir die Fitness von approximation sets/Populationen wie folgt vergleichen:

* Das Bild einer Population P im R" (objective space) ist
f(P)={zeR*"|3IxeP:z=f(x) }.

e Fir Populationen Py, P, setzen wir (fir Minimierungsprobleme)
P1 SPZ <:)VyEPZE|xEP1xSy
Wir schreiben P; < P, falls gilt P; < P, aber nicht P, < P;.

* Wir erhalten drei mogliche Situationen:
— Eine Population ist besser: P; < P, oder P, < P,
— P; und P, sind bezlglich < gleich gut: Es gilt P, < P, und P, < P;.
— P; und P, sind durch < nicht vergleichbar: Es gilt weder P; < P, noch P, < P;.
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SITAT

eispiel Fitnessvergleich Mengen E!H
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Drei Vergleiche von Bildern von approximation sets im R? (objective space):

A dominiert B in den beiden ersten Abbildungen (Minimierungsproblem), in der zweiten aber
deutlicher (ohne dass es fiir < einen Unterschied macht).

* In der dritten Abbildung sind A und B nicht vergleichbar per <, in vielen Anwendungsfallen wird aber A
vorzuziehen sein.
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/usatzliche Qualitatsmalle

Zusatzliche Qualitatsmale (Engl.: quality oder performance indicators)
fur approximation sets sollen einen detaillierteren Vergleich
ermoglichen, indem sie zusatzliche Eigenschaften wie Abdeckung des
Suchraums, Diversitat der Losungen, Nutzerpraferenzen, ...
berlcksichtigen.

Ein (einstelliges) Qualitatsmald I ist eine Funktion I: ¥ — R, die jedem
approximation set eine reelle Zahl zuordnet (W steht fur die Menge
aller approximation sets). Typischerweise gilt: Gilt I(P;) > I(P,), so ist
P; der Menge P, vorzuziehen.
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Eigenschaften von Qualitatsmalden

Winschenswerte Eigenschaften eines Qualitatsmalles I':

* (Strenge) Monotonie: I sollte die von der Pareto-Optimalitat

induzierte Ordnung respektieren. Gilt also P; < (<) P,, so sollte auch
I1(P;) = (>) I(P,) gelten.

 Skalierungsinvarianz: Skalieren der Fitnessfunktionen sollte keinen
Einfluss auf I haben.

* Komplexitat: I sollte effizient berechnet werden konnen.

* Parameterunabhangigkeit: I sollte méglichst unabhangig von
weiteren Parametern sein.
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Beispiele fUr Qualitatsmalie

Einige Beispiele fur Qualitatsmalie:

« AuRerer Durchmesser (outer diameter): Misst maximalen Fitnessunterschied, der fiir ein
Optimierungsziel erreichbar ist

* Anteil an der Pareto-Front
e Kardinalitat des approximation sets
* Hypervolumen (hypervolume): Misst GroRe des dominierten Bereichs im objective space

* Vollstandigkeit: Bestimmt Wahrscheinlichkeit eines beliebigen Punktes im Suchraum von
einem Punkt aus dem approximation set dominiert zu werden

* Malde der Gleichformigkeit: Misst Diversitat eines approximation set z.B. durch Angabe
der Standardabweichung der Distanz zum nachsten Nachbarn.
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Outer diameter

Definition:

Gegeben Fitnessfunktionen (f3, ..., f;;) und ein approximation set A berechnet sich der
outer diameter als

lop(4) = max w, ((rgg}ﬁ(x)) - (gleigﬁ(x)))-

1<i<n

Eigenschaften:
 Weder monoton noch invariant gegenuber Skalierung der Fitnessfunktionen
 Leicht zu berechnen (linear in Gro8e des approximation set)

* Unabhangig von weiteren Parametern (durch Gewichte w; kdnnen Praferenzen
angegeben werden, aber sie konnen auch alle auf 1 gesetzt werden)
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Illustration outer diameter
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B A R Quelle: [ZKTO8]
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Wie wiurde sich hier jeweils Iop berechnen?
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Anteil an der Pareto-Front

Definition:

Gegeben (zu minimierende) Fitnessfunktionen f = (f3, ..., f;,), die Pareto-Front F € R"
und ein approximation set A, berechnet sich der Anteil an der Pareto-Front als

Lon(4) = {z€F|3x |EFI|4:f(X) < z}

Eigenschaften:

* Monoton, aber nicht streng monoton

* Invariant gegenuber Skalierung der Fitnessfunktionen

* Leicht zu berechnen

* Nur einsetzbar, wenn Pareto-Front bekannt und endlich
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lllustration Anteil an der Pareto-Front
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Wie wirde sich hier jeweils Ipg berechnen, wenn das diskrete gepunktete
Quadrat das Bild der validen Losungen im objective space darstellt?
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Definition Hypervolumen

Definition:

Gegeben (zu minimierende) Fitnessfunktionen f = (fy, ..., f;;) und ein
approximation set A, berechnet sich das Hypervolumen (hypervolume) als

I (4) = f "V au(2)dz.

Zlow

Hierbei sind 74y, und z,, die untere und obere Schranke, innerhalb derer
das Hypervolumen berechnet werden soll, und

_(1,3x € A:f(x) <z
a,(2) = { 0, sonst '
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llustration Hypervolumen

- reference point (20,20) Quelle: [ZKTO8]
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Hypervolumen fir das approximation set A aus den vorherigen Beispielen.
Auf eine untere Schranke kann (bei Minimierungsproblemen) verzichtet
werden; eine obere Schranke muss gewahlt werden, um ein endliches
Hypervolumen zu erhalten (fir Maximierungsprobleme umgekehrt).
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Eigenschaften Hypervolumen

Eigenschaften:
* Streng monoton
* Nicht invariant gegenuber Skalierung der Fitnessfunktionen

* Aufwandig zu berechnen (Algorithmen zur Berechnung haben
exponentielle Laufzeit in der Anzahl der Optimierungsziele)

* Abhangig von einem reference point (obere bzw. untere Schranke, bis
zu der das Volumen berechnet wird, abhangig davon, ob
Minimierungs- oder Maximierungsproblem)
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