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Ubersicht

= Wie formalisieren wir gewtinschte bzw. verbotene
strukturelle Eigenschaften von Graphen und
Graphmorphismen?

= (Geschachtelte Graphbedingungen als (visuelle) Logik auf
Graphen

= Multiplizitaten als einfacher Spezialfall
= Wie stellen wir sicher, dass das Ergebnis einer

Graphtransformation gewtinschte Eigenschaften hat?

= Automatische Berechnung von Anwendungsbedingungen
aus Graphbedingung und Regel
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Ausgangsbeobachtung

= Ein Graph P ist schon eine einfache Formel.

= Ein Graph ¢ erfullt P, falls es einen injektiven
Graphmorphismus P — G gibt (das Pattern P ist in G
vorhanden).

= Falls es keinen injektiven Graphmorphismus P — G gibt,
erflllt ¢ die Eigenschaft P nicht.
= Das Zulassen von Negationen ermaoglicht das
Verbieten von einfachen Strukturen.
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Beispiel

| (Buffer}-trst~:Cell }va—~Object ) |~ [ [car)
first
first
Dieser Graph matcht ~ Dieser Graph matcht
einen Graphen G einen Graphen G

genau dann nicht,
wenn G keinen Buffer
mit zwel ausgehenden
first-Kanten enthalt

genau dann, wenn G
einen nicht-leeren
Buffer enthalt.
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Was fehlt?

= Ausdrucken weiterer Eigenschaften tUber gefundene
Pattern (,Es gibt einen Buffer, der leer ist.”, ,Fur jede
Zelle qgilt, dass eine next-Kante von ihr ausgeht.”)

» Verketten von Pattern, wobei die tieferen Pattern weiter
spezifizieren, welche Eigenschaften die friheren Pattern
haben sollen

» Formales Mittel: Graphmorphismen (bzw. Einbettungen)

= Quantoren und Junktoren, um komplexere Formeln
aus einfachen zu bauen

= Ausdricken von Eigenschaften von Morphismen statt
von Graphen (analog zu NACSs)
» Semantik wird fir Morphismen definiert
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Beispiel

= Fur jede Zelle qgilt, dass eine next-Kante von ihr
ausgeht.

v ((CLCal ), 3[cL:Cell }—nert—{c2:Cel )

= Ein Morphismus aus dem ersten Graphen (LHS der
put-Regel) soll Zelle c2 so abbilden, dass diese kein
Object besitzt.

(d i
b: Buffer b: Buffer
e ~

—3 last — last

\lcl:CeII next c2:Cell cl:Cell next {c2:Cell |—val>{0:Object ﬂ

.
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Definition: Geschachtelte Graphbedingung

Gegeben sei ein Typgraph TG. Eine (geschachtelte)

Graphbedingung uUber einem (lUber TG getypten) Graphen C, ist

Induktiv wie folgt definiert:

« true (T) ist eine Graphbedingung Uber C,.

 Ist c eine Graphbedingung tber C; und a,: C, — C; ein
Injektiver Morphismus (zwischen Uber TG getypten
Graphen), dann ist 3(a,, ¢) eine Graphbedingung tber C,.

« Sind ¢, ¢4, ¢, Graphbedingungen uber C,, so sind —c und
c; V ¢, Graphbedingungen Uber C,.

Eine (geschachtelte) Graphformel ist eine Graphbedingung
Uber dem leeren Graphen @.
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Beispiel

= FUr jede Zelle qgilt, dass eine next-Kante von ihr
ausgent.

-3 (0 — [ct:Cell ], =3 ([cL:Cell ] — [cL:Cell }—next—{c2:Cell | T))

= Ein Morphismus aus dem ersten Graphen (LHS der
put-Regel) soll Zelle c2 so abbilden, dass diese kein
Object besitzt.
b: Buffer | | r b: Buffer |

~

last — last LT

_
cl:Cell | next > c2:Cell | c1:Cell | next > c2:Cell |—val—- 0:Object
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Vereinfachungen der Darstellung

Die folgenden Konventionen vereinfachen die Syntax
von geschachtelten Graphbedingungen und —formeln:

= Weglassen von T am Ende einer Graphbedingung
(sofern nicht direkt davor eine Negation steht)

= Weglassen der Startgraphen der Morphismen aus
denen die Graphbedingung bestenht (abgesehen vom
ersten Graphen falls # ©)

= Kurzschreibweise V(ay, c) fur =3(ay, —c)

= Verwendung von A, —, ... wie fur Boolesche
Operatoren bekannt
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Beispiel

= Die Graphformel
- (@ —— |cl:Cell \,ﬁEI (’CIICE}” — s [c1:Cell I—rlext—* c2:Cell T))
vereinfachen wir zu

v ([cl:CelI |, 3(c1:Cell }—next—»)
= Die Graphbedingung

b: Buffer | b: Buffer

—9 last — last T

‘c1:Cell ! next c2:Cell cl:Cell next c2:Cell I—val—rrm
vereinfachen wir zu

— last

cl:Cell next c2:Cell

last

c1:Cell next {-:Z:Cell ]—val+[020bject

—
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Definition: Semantik von Graphbedingungen

Dass ein Morphismus p: C, — G eine Graphbedingung c Gber
C, erfullt (notiert als p = ¢), ist induktiv wie folgt definiert:

Jeder Morphismus p erfullt c = T.

Der Morphismus p erfullt | Co —" . e
c =3(ay: Cy — Cq,d), wenn ein
injektiver Morphismus q:C; —» G AR
existiert, sodass p = goay, und q E d. a

Der Morphismus p erfullt c = —=d, wenn p die Bedingung d
nicht erfllt, und ¢ = d, v d,, wenn p die Bedingung d, oder
die Bedingung d, erfullt.

Ein Graph ¢ erfullt eine Graphformel ¢, wenn der leere
Morphismus @ — G die Formel c erflllt.
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Beispiel abstrakt

Semantik von ¢ = =3(ay: ® = C;,~3(aq: C; = C,)) schrittweise:
= Ein Graph ¢ erflllt die Formel ¢, wenn er die Formel d =
d(ay: @ = C1,—~3(aq: C; = C,)) nicht erflllt
= Ein Graph G erfullt die Formel d, wenn eine Abbildung g:C; = G
existiert, die die Graphbedingung e = =3(a4: C; — C,) erflllt
= Also erfullt ¢ die Formel d nicht, falls
= keine Abbildung g: C; — G existiert oder
= jede solche Abbildung e nicht erfallt
= Eine Abbildung g: C; — G erflllt e, falls keine Abbildung
q':C, > G mit q' o a; = q existiert
= Insgesamt erfullt also G die Formel c, falls
= keine Abbildung g: C; — G existiert oder

= flr jede solche Abbildung g eine Abbildung q":C, - G mit g’ ca, =
q existiert
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Beispiel konkret

Ein Graph ¢ erfillt die Formel
-3 (0 — [ct:Cell ], =3 ([c1:Cell ] — [c:Cell }—net—{c2:Cell , T))

falls
= ( keinen Knoten vom Typ ,Cell” enthalt oder

= fur jeden solchen Knoten eine ausgehende Kante
vom Typ ,next” zu einem weiteren Knoten vom Typ
,cell” fuhrt.
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Graphbedingungen in Groove

= |ntegrierte Darstellung als ein Graph mit
Annotationen

= Quantorenknoten markieren, auf welche Ebene ein Element
gehort

= Die Quantoren bilden einen Baum

= Negation durch die Negation der einzelnen Knoten
= Formalisiert in [Rensink04]
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Beispiele

EITTITTTITTTITIN
=¢c2:Cell £ b : Buffer

“‘“1, -

next

‘
__5||||||||||||||:_¢_-|.\1-"“1' last
scl:Cell =

3 LTI
TG nextrn .!llllllllllllll_- SUIIHHn
"Ei:flell = cl:Cell next—3m c2 : Cell """"-.fal"%g:ﬂhje:ti

- - -
SIRTRRRNRRRNNNNw qSpnnnnnnnne

Keine verzweigenden next-Kanten Freie nachste Zelle
"i"{ """ 11 E | 5| ---------------- (IR }'ﬁf{ ------ T EREEEEEEE 3
N 7 A N A
@ @ @ @ @

Jede Zelle hat eine nachste Alle Zellen sind belegt, auRer
moglicherweise der nachsten
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Implikation und Aquivalenz

Eine Graphbedingung c; impliziert eine
Graphbedingung c,, notiert als ¢c; = c¢,, wenn fur jeden
Morphismus p mit p & ¢; auch p E ¢, gilt.

Zwei Graphbedingungen c; und c, sind aquivalent,
notiert als ¢; = ¢, oder auch als ¢; & ¢,, wenn sowohl
c; = ¢, als auch ¢, = ¢, qilt.
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Definition: Implikation und Aquivalenz

Eine Graphbedingung c; impliziert eine
Graphbedingung c,, notiert als ¢c; = c¢,, wenn fur
jeden Morphismus p mit p & ¢; auch p E ¢, gilt.

Zwei Graphbedingungen c; und c, sind aquivalent,
notiert als ¢c; = ¢, oder auch als ¢; & ¢,, wenn
sowohl ¢; = ¢, als auch ¢, = ¢, gilt.
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Beispiele Aquivalenzen

Es seien a, b Morphismen, ¢ ein Isomorphismus, ¢, ¢;
Graphbedingungen (Uber den jewells passenden
Graphen), und C; € C, Graphen. Dann gelten die
folgenden Aquivalenzen [Pennemann09]:

3(aVie; ¢j) =Vie; Ia )
3(,¢c) =c

J(q, false) = false
3(a,3(b,c)) =3(boa,c)
AC, v 3C, = 3¢,
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Ausdrucksmachtigkeilt

Geschachtelte Graphformeln sind gleich ausdrucksmachtig
wie die Logik erster Ordnung auf Graphen [HPO9,
Theoreme 10 und 11; Rensink04, Theoreme 1 und 3].

= Erfullbarkeitsproblem, Tautologieproblem und
Implikationsproblem auf geschachtelten Graphformeln
sind unentscheidbar

= Eigenschaften wie Zusammenhang oder Kreisfreiheit
sind nicht ausdruckbar
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Vererbung und Attribute

= Vererbung kann gut mit geschachtelten
Graphbedingungen kombiniert werden.

= Die Morphismen in den Bedingungen durfen dann
,heruntertypen”

= Die Auswertung der Gultigkeit von Graphbedingungen
erfolgt Gber Morphismen, die ,heruntertypen” dlirfen
= Bedingungen Uber Attributwerte kdnnen oft als
geschachtelte Graphbedingungen dargestellt werden,
aber das ist aufwandig und unintuitiv.

= Ausdruck von geforderten Eigenschaften auf Attributwerten
durch spezieller (auf Pradikatenlogik basierender) Sprache

= Annotation von Regeln durch pradikatenlogische Formeln,
die Bedingungen auf Attributwerten ausdrtcken
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Typgraph mit Multiplizitaten

.
Branch
city: String
Rental branches > :
' ' cMax: int
/0'1/ rMax: int \
! A A
cars 01 0.1 clients .
: Cl
ient
Car _
registration: String name: String
reservations g : \ pickup dropoff id: String
et client
* *
% *
+ | Reservation
reference:String
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Definition: Typgraph mit Multiplizitaten

Ein Typgraph mit Multiplizitaten ist ein Tupel

TGM = (TGI,m,, mg, m;) mit

« einem Typgraph TGI mit Vererbung,

* Funktion m,,: Ny¢; — Mult fur Knotenmultiplizitaten und

* Funktionen mg, m;: Ev-; — Mult fur Kantenmultiplizitaten.

Eine Multiplizitat ist ein Paar [i,j] ENX (N U {x}) miti < j
oder j =x.

* Die Menge aller Multiplizitaten ist Mult.

« *ist ein spezieller Wert fur eine nicht vorhandene obere Schranke.
« For eine Menge X qgilt: X € [i,j], falls i < |X| und |X| <j oder j =x.
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Definition: Semantik eines Typgraphs mit

Multiplizitat

Ein Graph ¢ = (Ng, E¢, s¢, tg) erfullt einen Typgraph TGM =
(TGI, m,,, mg, m;) mit Multiplizitaten, falls es einen Clan-
Morphismus type: G — TGI gibt, sodass

- flr alle n € Ny Qilt: | Ugeclanm)instn(x)| € my (n);

 furalle e € Exg; und p €Uyeclanm) insty(x) mit x = s (e) gilt:

instg(e) N sz (p)| € me(e);

 firalle e € Erg; und p €EUyecan(n) insty(x) mit x = t;(e) gilt:

instg(e) N tg'(p)| € mg(e);

Hierbei sind inst die zum Clan-Morphismus type inversen Funktionen
inStN: NTGI - SO(NG) und inStE: ETGI = SO(EG)
(und g ist die Potenzmenge)
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